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CARACTERISATION DES PARAMETRES D’ARTHUR, UNE
REMARQUE

C. M(EGLIN

En Uhonneur de Freydoon Shahidi

RESUME. In the endoscopic classification of representations, J. Arthur has
proved the Langlands’ classification for discrete series of p-adic classical
groups. This uses endoscopy and twisted endoscopy. In this very short
note, we remark that the normalization a la Langlands-Shahidi of the
intertwining operators, allows to avoid endoscopy. This is based on the
intertwining relation which is a very important point of this book.
Keywords: Langlands’ classification, discrete series, classical p-adic grou-
ps, intertwining operators.
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1. Introduction

En [2], J. Arthur a prouvé les conjectures de Langlands pour la classifi-
cation des représentations tempérées des groupes classiques p-adiques. Cette
classification se fait de facon compatible a ’endoscopie et I’endoscopie tordue :
avec ’endoscopie tordue, ce qui suppose que le groupe est quasi-déployé, J.
Arthur définit les paquets de Langlands, ils sont uniquement associé & une
représentation tempérée d’un bon groupe GL(n) et les paquets sont donc clas-
sifiée par les morphismes de Wr x SL(2,C) dans le L-groupe de G, o G est
le groupe classique p-adique qui nous intresse. Pour les groupes SO(2n, F)
la classification se fait canoniquement uniquement sous l’action de O(2n, F).
Ainsi que le groupe soit quasi déployé ou non, J. Arthur a associé a toute série
discrete m de G(F) un morphisme ¢ de Wr x SL(2,C) dans “G. En compo-
sant avec la représentation naturelle de G dans GL(n*,C), on obtient une
représentation de Wg x SL(2,C) dont le déterminant est fixé par le groupe G.
On renvoit aussi & [7] pour une démonstration légerement différente qui n’est
faite que dans le cas quasi-déployé.
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Fixons v associé comme ci-dessus & une série discrete de G(F') et on voit ¢
comme une représentation de Wex.SL(2,C). On décompose cette représentation
en somme de sous-représentations irréductibles nécessairement de la forme
¥, x rla] ou ¥, est une représentation irréductible de Wp correspondant &
une représentation cuspidale d'un groupe GL(d,,F) que 'on note p et ou
r[a] est la représentation irréductible de SL(2,C) de dimension a. On note
alors Irr(v) := {(p,a)}, ol p,a sont les couples qui interviennent dans la
décomposition de ).

En [5, 8] on a donné une caractérisation de cette description a 1'aide de la
notion de bloc de Jordan : soit w une représentation tempérée du groupe G
qui n’a pas besoin d’étre quasi-déployé; si m est le rang de G sur une clture
algbrique I de F, on note parfois G(m) au lieu de G. Sans mention explicite
du contraire, n est un entier fix. Soit p une représentation cuspidale autoduale
d’un groupe GL(d,, F') et soit a un entier. On dit que (p,a) € Jord(m) si

. pour le groupe G(n+ad,) I'induite St(p, a) x w est irréductible (ot St(p, a)
est la représentation de Steinberg de GL(ad,) basée sur p)

. pour tout T grand l'induite pour le groupe G(n + (a + T')d,, F), I'induite
St(p,a+T) x 7 est réductible.

On a finalement montré (cf. par exemple [7]) que Jord(m) = Irr(y) si 1y est
le morphisme associé a .

En utilisant ’endoscopie, J. Arthur a aussi associé & une représentation
tempérée, 7, un caractere du centralisateur de 1 dans “G, o 1 est associé a
7w comme précédemment. Dés [5, 8], on avait aussi construit une application
(non partout définie) de Jord(w) dans {£1} & l'aide des modules de Jacquet
de 7. Pour le moment excluons, le cas des groupes G = SO(2n). Il n’est alors
pas difficile d’identifier les caracteres du centralisateur de v dans “G avec les
applications de Jord(m) dans {£1}. On a montré facilement que la restriction
du caractere associé par J. Arthur a 7 coincide avec la définition que nous avions
donnée sur le domaine de définition de notre application. On avait suggéré en
[6] la fin de 1.5, que la définition d’Arthur pouvait se lire sur des opérateurs
d’entrelacement qu’il fallait commencer par normaliser correctement ce que
nous n’avions pas fait. Mais ans [2, 2.3] J. Arthur a normalisé ces opérateurs,
c’est indispensable pour ses propres constructions et rsultats. Et un corollaire
facile de son résultat, comme nous allons le montrer, est la preuve de notre
conjecture reformulée en tenant compte de la normalisatin de loc. cite.

Je remercie Alberto Minguez qui est en fait a l'origine de cet article m’ayant
expliqué I'importance de la relation locale d’entrelacement démontrée par J.
Arthur en [2, 2.4].
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2. Le contexte

On rappelle ce dont on a besoin pour énoncer précisément le résultat. On
fixe m une série discrete de G(F') et on note 1 le morphisme de Wr x SL(2,C)
dans G qui lui est associé. On fixe aussi (p,a) € Jord(r). On considere pour
le groupe G(n + ad,) l'induite St(p,a) x 7. Par définition elle est irréductible.
N’importe quel opérateur d’entrelacement

St(p,a)|det|® x m — St(p*,a)|det|® x 7

est scalaire en s = 0 si on identifie St(p, a) x 7w & St(p*, a) X 7 en utilisant le fait
que p ~ p*. On veut évidemment que ce scalaire soit le signe associé a (p,a)
par le caractere associé a .

On note P le parabolique standard de G(n + d,a, F') dont le sous-groupe de
Levi est isomorphe & GL(dya, F) x G(n) et on note P le parabolique opposé
de P. On a alors 'opérateur d’entrelacement défini méromorphiquement :

Mplp(s) : Ind$St(p, a)|det|® x m — Ind%St(p, a)|det|® x .

On définit de fagon analogue Mp 5(s) et le composé Mp 5(s) o Mp|p(s) est un
opérateur scalair dépendant méromorphiquement de s. A 'aide des fonctions
L et facteurs e attachés a 1, J. Arthur définit une fonction méromorphe de s,
5 p(s) tel qu'en posant N p(s) = rﬁlp(s)’lMﬁlp(s) et Npp(s) de fagon
analogue, on ait :
Npp(s) o Npjp(s) = 1.

Soit M un sous-groupe de Levi de P ; on définit alors le groupe de Weyl, W (M).
Pour w € W (M), J. Arthur fixe précisément un représentant @ dans G(F') (cf.
ce qui précede le [2, Lemme 2.3.4]). Vue la situation considérée on a deux
choix pour w; si w = 1, @ = 1 sinon @ conjugue P et P et envoie donc par
l'action naturelleIndpSt(p, a) @ w dans Indpw(St(p,a) x m). J. Arthur modifie
encore cet opérateur par un scalaire dépendant de w et de 1, 'opérateur est
alors noté £(w,m, ) et le composé (w,m, 1) o NF|P(O) est un opérateur de
Ind$St(p,a) x = dans IndGw(St(p,a) @ 7).

Il faut encore identifier St(p,a) ® 7 et w(St(p,a) ® 7). Pour connaitre
w(St(p,a) ® 7) il suffit de connaitre w modulo le centre de M et pour cela
n’importe quel représentant de w qui fixe un épinglage de M convient. Dans
notre situation, il est alors facile de fixer un tel représentant sauf dans le cas
de SO(2n, F) avec ad, impair. En effet, on prend pour représentant la matrice
par bloc

0 0 Jadp
w = 0 (-1)*Id 0 ,
(=1)Y"Jaa, 0 0

ou Jua, est la matricie antidiagonale, ad, X ad, avec des signes qui alternent,
ou y = 0 si G est un groupe orthogonal et 1 si G est un groupe symplectique
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et ol x est tel que le déterminant de la matrice soit 1; c’est ici que I’on utilise
I'hypothese que si G = SO(2n) alors ad), est pair. Ainsi

w(St(p,a) @ ) = (ad(Jaq,)St(p,a)) @ T = St(p*,a) @ .

Et l'identification de cette représentation avec St(p, a) @ se fait en demandant
que le modele de Whittaker fixé partout dans [2] pour St(p,a) soit respecté,
on note A, l'opérateur qui réalise cette identification.

Ainsi [2] construit un opérateur d’entrelacement sur Indp(St(p,a) x )
nécessairement scalaire. On peut démontrer a priori que le carré de cet opérateur
est 1 et que le scalaire est donc un signe et ce signe est calculé par le [2,
Théoréme 2.4.1] (pour nous s = 1 car on est dans le cas tempéré) comme
étant précisément la valeur du caractere associé a 7 sur le bloc de Jordan
(p, a). Pour éviter de devoir faire tous les calculs qui précedent, on peut en fait
retrouver ce signe par la construction suivante.

On garde w’ défini ci-dessus ou plus généralement on fixe w’ un élément de
G(F) qui stabilise M, un épinglage de M et qui envoie P sur P, et on modifie
la construction précédente, en posant

N(w',m) := Ay, 0 ad(w') o N p(0).

Ceci défini un opérateur d’entrelacement nécessairement scalaire puisque la
représentation est irréductible. On note z(7) ce scalaire qui n’est pas un signe
en général. On note m,, la représentation du paquet associé a ¥ qui a un
modele de Whittaker; on a donc aussi, x(my,p); la représentation m,, est la
représentation associé au caractere trivial du centralisateur de ¢ dans G.

Proposition 2.1. Le caractére d’Arthur associé a m vaut x(m)/x(mwh)-

On a fait deux modifications par rapport a la construction de [2, 2.3 et 2.4].
D’une part, on a négligé un scalaire attaché a w ; c’est le méme pour 7 et m,p
donc on ne voit pas cette modification. Et on a pris w’ au lieu de prendre
w. D’apres les propriétés de w’ et de w, ces deux éléments different par un
élément du centre de M. Le seul point a remarquer est donc que le caractere
central de St(p,a) ® m et de St(p,a) @ mypp sont les mémes. Ceci a déja été
remarqué par Waldspurger qui en avait besoin pour les groupes orthogonaux
pairs. L’argument est le suivant : soit z dans le centre de G(F'). La somme des
représentations dans un paquet de Langlands définie une distribution stable.
Quand on traduit cela en termes de pseudo-coefficients, cela veut dire que la
somme des pseudo-coefficients est une fonction cuspidale stable. On transforme
cette fonction en la translatant par z, elle reste stable et elle correspond a
la somme des représentations du paquet pondéré par la valeur du caractere
central de la représentation en z. Comme il n’y a, a un scalaire pres, qu'une
combinaison linéaire des représentations dans un paquet de Langlands qui est
stable, le caractere central prend la méme valeur en z pour toute représentation
du paquet, d’oti le résultat.
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Maintenant on peut appliquer [2, 2.4.1] de la fagon suivante : on a fixe
(p,a); & un tel couple, on associe naturellement un élément du centralisateur
de ¢ dans G noté Sp.q €t on cherche & calculer x (s, q). On considere le groupe,
G4+ de méme type que G mais de rang ad, de plus et le morphisme pour ce
groupe qui se déduit de ¢ en ajoutant deux fois la représentation p ® rfa] de
Wg x SL(2,C). Notre ¢ joue le role du ¢ de [2, 2.4.1] et il faut remarquer que
comme ’endoscopie commute a I'induction, le caracteére pour les représentations
tempérées associées a ¥, se déduise totalement naturellement du caractere
pour les séries discretes associées a 7 et en particulier si 7 est une série discrete
associé a 1 alors

Xﬂ'(sp,a) = XInd(St(p,a)®) (Sp,a)

ce serait vrai pour tout élément du centralisateur de ¥ dans G. Dans [2, 2.4.1],
il y a un élément w : cet élément est dans le centralisateur de ¥ et ici c’est
I’analogue de w’. Dans loc.cite, il y a un @ et 7 mais comme on 'a expliqué, ici
on peut prendre 7 = St(p,a) @ 7 (il n’y a pas d’extension & faire) et le facteur
(@, 7) = 1. Il y a aussi un élément s qui s’envoie dans le groupe des composantes
centralisateur de 14 dans GA+ sur I'image de w’ ; on remarque que cette image
est aussi celle de s, ,. Ainsi le membre de gauche de (2.4.7) de [2] est une somme
sur les représentations Ind(St(p,a) ® ), ou m parcourt 'ensemble des séries
discretes associées a 1 avec comme coefficient précisément X 15,4(s¢(p,a)@7) (5p,a)-
Le terme de droite de cette égalité est une somme sur le méme ensemble mais
avec comme coefficient le signe de 'opérateur d’entrelacement normalisé dans
[2]. On peut alors appliquer ce qui précede pour conclure.

2.1. Le cas de SO(2n). Dans le cas de SO(2n, F), on a laissé le cas ol ad,
est impair (cf. 2). On va traiter aussi ce cas, en rappelant d’abord comment
[2] permet de donner de nombreux renseignements sur les représentations de
ce groupe SO(2n, F).

2.1.1. Un rappel sur P’action de O(2n, F'). D’abord on rappelle le résultat
suivant : soit ¢ un morphisme discret de Wy x SL(2,C) dans SO(2,C) comme
précédemment, on a alors la dichotomie

Proposition 2.2. Si la représentation définie par i contient une sous-re-
prsent-ation irréductible de dimension impaire, alors toute série discréte as-
sociée a v est invariante sous laction de O(2n,F). A Uinverse si toutes les
sous-reprsentations irrductibles incluses dans v sont de dimension paire, alors
toute série discréte associée a 1) n'est pas invariante sous Uaction de O(2n, F).

La démonstration de ce résultat consiste a utiliser en suivant [2] et 'endosco-
pie ordinaire et I’endoscopie pour l'espace tordu des éléments de déterminant
—1de O(2n, F).

On considere d’abord I’endoscopie ordinaire : une donnée endoscopique el-
liptique est la donnée d’un produit de deux groupes spéciaux orthogonaux pairs
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quasi-déployé, chacun est donc associé a un caractere quadratique et le produit
des caracteres quadratiques est celui associé au groupe de départ. De plus, il y
a des automorphismes entre ces données, ’échange des deux facteurs et I’action
du produit des éléments non triviaux de chaque groupe orthogonal quand le
produit a vraiment deux facteurs. De plus, on a montré en [7] que 'endoscopie
est compatible & ce que 'on a appelé le support cuspidal étendu; en termes
simples, une donnée endoscopique elliptique comme ci-dessus et un caractere
stable formé de séries discrétes associé & un morphisme v’ pour cette donnée,
contribue par transfert a une distribution formé de caractére de séries discretes
dont I'une au moins est associée a 1 si et seulement si toutes le sont et si et
seulement si 9’ est conjugué de 1. On sait aussi que I'espace des distributions
stables associé a un morphisme ¥ et invariante sous ’action du groupe or-
thogonal est de dimension un exactement. On va appliquer ce résultat pour les
groupes endoscopiques ainsi que la proposition par récurrence pour ces groupes
quand ils sont produits de deux facteurs non triviaux.

Distinguons les cas. On suppose d’abord que 1 contient une sous-représenta-
tion irréductible de dimension impaire. Soit H, v’ une donnée endoscopique
elliptique de groupe H (produit de groupes orthogonaux) et un morphisme
conjugué de 1 a valeurs dans le L-groupe de H. On suppose que H est un
produit de deux groupes non triviaux et on écrit 9’ = 11 X 15. L’un au moins
des deux facteurs (et par symétrie on peut considérer que c’est ;) contient
une sous-représentation irréductible de dimension impaire. Alors I'espace des
distributions stables associées & 1)’ et invariantes sous ’automorphisme non
trivial de la donnée provenant de ’action des groupes orthogonaux est de di-
mension un. Décomposons Jord(y) en Jord(1))imp U Jord(1)peir out le premier
ensemble contient les sous-représentations irréductibles de dimension impaire.
Alors le cardinal de Jord(1);mp est pair et le nombre de décomposition 1 X 1o
(& permutation pres) est alors

2|Jordpair | 2\ Jord(v)imp|—2

(il faut que la dimension de t; soit pair) en incluant le cas ol 1)y est trivial.

Ainsi la partie provenant par endoscopie des distributions associées a 1 est
de dimension 2/707d(¥)I=2 _ 1 Et la dimension de l'espace des distributions
associées a 1) et invariante sous l'action de O(2n, F') est au plus de dimension
2|J01‘d(111)|72.

On utilise ensuite ’endoscopie pour l'espace tordu des éléments de détermin-
ant —1 de O(2n, F'), sans hypothése sur 9. Cette endoscopie permet de comp-
ter le nombre de représentations irréductibles associées a v invariante sous
O(2n, F); c’est exactement le nombre de couples formés d’une donnée endo-
scopiques elliptiques pour cet espace tordu et d’un morphisme 1)/, conjugué de
1 et a valeur dans le L-groupe de la donnée. Ces données endoscopiques sont
d’un couple de groupes spéciaux orthogonaux impairs avec un couple de ca-
racteres quadratiques. On doit donc aussi calculer le nombre de décomposition
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1 = 11 X P2 mais ou ici la dimension de 1, est impair. On calcule encore a
permutation prés des deux facteurs. Il y en a donc 2!7°74¥)1=2 i 4 contient au
moins une sous-représentation irréductible de dimension impaire et ’ensemble
est vide sinon. Dans le premier cas, on trouve exactement le méme nombre de
distribution qu’avec I’endoscopie ordinaire, ce qui veut dire que les distributions
stables sous O(2n, F') combinaison linéaire de séries discretes associées & 1) est
engendré par les caracteres des séries discretes irréductibles associées a 1) inva-
riante sous O(2n, F'). Et cela prouve la premiere assertion de la proposition car
une série discréte irréductible associée & 1 non invariante sous O(2n, F') fourni-
rait avec sa conjuguée sous O(2n, F') une distribution invariante sous O(2n, F)
qui n’existe pas d’apres ce qui préceéde. Ici on trouve donc 2!7074(¥)1=2 géries
discretes irréductibles de SO(2n, F') associées a 1 et elles donnent donc lieu
a 217ord(W)I=1 géries discretes irréductibles de O(2n, F) dont la restriction &
SO(2n, F) est associée a 1.

Supposons maintenant que toutes les sous-représentations incluses dans v
sont de dimension paire. On vient de voir qu’aucune série discrete irréductible
associée a ¢ n’est invariante sous O(2n, F') puisque I'endocopie tordue pour
O(2n, F) ne contribue pas. En reprenant le calcul fait pour enscopie ordinaire,
on voit que ’espace des distributions engendrées par les caracteres des séries
discretes irréductibles associée a ¢ est invariante sous O(2n, F) est maintenant
2l7ord(W)I=1 Par contre il y a 217o74¥)l séries discretes de SO(2n, F) associée &
1. Il faut évidemment tenir compte du fait que ’on a regroupé ensemble deux
L-paquets, donc chaque L-paquet & 2/70md(¥)I=1 &éments.

2.1.2. Le résultat pour les groupes SO(2n, F). Ici on suppose donc que
ad, est impair avec les notations de 2. L’élément w’ que 'on a écrit dans ce
paragraphe est un élément de O(2n + 2ad,, F') qui n’est pas de déterminant 1
quelque soit la valeur de x et de y. En plus des choix faits précédemment, il faut
donc aussi choisir un élément de O(2n, F'), noté z( de fagon a pouvoir considérer
laction de w'zy au lieu de w’. Pour zg, on prend I’élément de O(2n, F') qui
stabilise I’épinglage fixé. On sait que 7 ~ ad(zo)7 d’apres 2.1.1 mais il faut fixer
cet isomorphisme de fagon compatible & toutes les séries discretes associées a
.

Comme expliqué en [2, 2.4.4], pour pouvoir faire cela, il faut étendre la
paramétrisation des séries discrétes de SO(2n, F') de caractere associé ¢ en une
paramétrisation des séries discretes de O(2n, F') dont la restriction & SO(2n, F)
est de caractere associé 1. On a vu en 2.1.1, quil y a exactement 2!7/7d(¥)|—1
telles représentations ce qui est exactement le cardinal du groupe des caractéres
du centralisateur de ¢ dans O(2n, C) dont la restriction au centre de O(2n, C)
donne exactement I'invariant de Hasse de la forme orthogonale.

Le contenu du [2, Théoréeme 2.4.4], dit qu’une telle paramétrisation est uni-
quement déterminée par les relations de transfert pour I’endoscopie tordue
venant de la composante non neutre de O(2n, F'). C’est cette paramétrisation
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qui peut aussi se caractériser avec les opérateurs d’entrelacement. On va dans
le paragraphe suivant donner un exemple.

2.1.3. Le cas des représentations de Steinberg. Ici on fixe V un espace
orthogonal de discriminant trivial. Il y a alors en général deux possibilités pour
V' : le noyau anisotrope de V est de dimension 0 ou 4. On considere le pa-
rametre 1 qui correspond a ’orbite unipotente réguliere pour la représentation
de SL(2,C) et qui est trivial sur Wg. Le centralisateur de ¢ dans O(2n,C)
est le produit {1} x {£1} et il y a deux caractéres de ce groupe quand on a
fixé 'invariant de Hasse dont la restriction au centre de O(2n, C) est trivial si
Iinvariant de Hasse est trivial et non trivial sinon. On va spécialiser au cas ou
linvariant de Hasse est trivial ¢’est-a-dire ou V' est déployé. Pour SO(V) iln’y
a qu’une représentation associé a v, il s’agit de la représentation de Steinberg,
c’est la duale au sens de l'involution d’Iwahori-Matsumoto de la représentation
trivial. Par contre pour le groupe orthogonal, il y a deux représentations. On
les distingue de la fagon suivante : pour O(2, F), il y a la représentation trivial
et la représentation signe et pour O(V, F') on distingue les représentations a
I’aide du module de Jacquet ; ce module de Jacquet contient le caractere :

®i6[dim V/2,2]| |i71 ®o

ol o est soit le caractere trivial de O(2, F) soit le caractere signe. On appelle la
premiere représentation, la représentation de Steinberg et la deuxieme s’obtient
en tensorisant par le signe.

On note O(V')_ la composante non neutre de O(V, F') et on consideére ’en-
doscopie tordue pour ce groupe. On remarque que la trace de la représentation
de Steinberg restreinte & O(V)_ est exactement 'opposé de la restriction de
I’autre représentation au méme espace. On veut évidemment associé le caractere
trivial a la représentation de Steinberg et le caractere non trivial sur chaque
copie de {£1} a lautre représentation. Le produit du caractére avec la trace
restreinte & O(V)_ est bien indépendant du choix fait. Le théroeme de [2] dit
que cette distribution est obtenue comme transfert pour I’endoscopie tordue et
la seule donnée par laquelle le morphisme 1 se factorise. Il s’agit de la donnée,
dont le groupe est Sp(dim V, F) et le caractere du groupe de Galois est trivial.

Par les considérations générales de [7], on sait que ceci est vérifié a un scalaire
pres et on va calculer ce scalaire. Comme le transfert est compatible au module
de Jacquet, il suffit de le faire quand dim V' = 2. Ici O(V, F)_ n’est autre que F*
tordu par I’automorphisme inversion. Ici le groupe endoscopique devient trivial,
on le note quand méme H et ’égalité de transfert des intégrales orbitale dit
que pour tout f € C(O(V, F)_), le transfert f vérifie :

=S 1900,

neF*/F?
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Cest & dire que f7(1) = IO(V), f(g) dg pour les bonnes mesures et ce n’est
autre que la trace de la représentation triviale restreinte a O(V)_. Ainsi le
scalaire vaut 1.

On a fait ce calcul trivial, car la démonstration du [2, Théoréme 2.4.4] utilise
le résultat de Mezo sur le calcul du transfert tordu aux places archimédiennes ;
mais ce calcul a laissé un facteur de transfert spectral non calculé. On a ex-
pliqué en [1] comment quand on connait la situation pour les représentations
de Steinberg, on peut montré que ce facteur de transfert spectral vaut 1 comme
utilisé dans [2].

Pour faire un calcul un peu moins trivial, on pourrait regarder la torsion de
la représentation de Steinberg par un caractere quadratique Y ; cela revient a
considérer le produit tensoriel de i avec le caractere x de Wp. Ici, la donnée
endoscopique qui factorise x ® 1 a pour groupe Sp(dim V, F') mais le caractere
du groupe de Galois de F est le caractére x. Quand on regarde encore le cas
ou dimV = 2, I’égalité de transfert géométrique est alors

Xy = > xmI°M, f).

neF*/F2

On définit un caractere xy de O(V) en posant x(gf) = x(g) pour tout g €
SO(V,F) et ou 0 est I'inversion. Et le terme de droite est alors la trace de ce
caractere restreint a O(V)_. D’ou encore I’égalité de transfert spectrale.

2.1.4. La proposition pour O(V). On a expliqué dans les paragraphes précé-
dents que la paramétrisation de [2] est canonique pour O(2n, F') et dés que 1'on
a une représentation de O(2n, F') et non pas de SO(2n, F'), xo défini ci-dessus
en 2.1.2 opére dans 'espace de la représentation et il n’y a plus de choix a faire.

On définit alors comme pour les autres groupes classiques, x, un caractere
du centralisateur de ¢ dans O(2n, C), pour toute représentation = de O(2n, F)
dont la restriction & SO(2n, F) est une série discréte irréductible associée a 1.

Proposition 2.3. Le caractére d’Arthur associé & m vaut x(m)/x(Twh)-

C’est encore 2.4.1 de [2] qui donne le résultat mais ici il faut comprendre
le facteur (@, 7) de [2, (2.4.4)] qui intervient dans (2.4.7) : on fixe une sous-
représentation irréductible de ¢, p ® rla] tel que ad, soit impair. On considére
le groupe SO(2n + 2ad,, F') de méme type que le groupe SO(2n, F) que I'on
a fixé et on considere son sous-groupe de Levi, M, isomorphe & GL(ad,, F) x
SO(2n, F). Pour ce plus gros groupe, on a le paramétre

Yy =Y ®pRral ®pral
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Dans le centralisateur de ¢ dans SO(2n + 2ad,,C), on considere I’élément
wyo ou w est analogue du w’ déja défini, c’est-a-dire ici

0 0 Jad,
w = 0 Id 0 ,
“Jad, 0 0

et yo est ’élément 1’élément non trivial du centralisateur de 3 dans SO(2n,C)
qui est I’élément du centre de O(ad,,C). Ici wyo est I'élément u de [2] (ce
qui suit (2.4.3)). A cet élément u, [2] associe un élément du groupe de Weyl de
SO(2n+2ad,, F') qui stabilise un épinglage mais qui n’est pas nécessairement le
méme que ’élément que nous avons fixé ; encore une fois les choix ne peuvent
différer que par un élément du centre de SO(2n + 2ad,, F). 1l faut encore
calculer z,, c’est-a-dire I'image de wyy dans le groupe des composantes du
centralisateur de 4. Comme on a rajouté yo cette image est triviale : on peut
voir cet élément comme un élément de O(3, C) (trois étant la multiplicité de la
représentation p ® r[a] dans 1) et c’est alors la matrice

0 0 1
0 —Id 0
1 0 O

et cet élément est dans SO(3,C). On applique alors [2, 2.4.1] : sy, = 1 car
on est dans le cas tempéré, s = 1 car z,, = 1 ainsi le terme de gauche est la
somme sur ’ensemble des représentations associées a 1. Ces représentations
sont exactement les induites Zp(7n’) ou 7’ parcourt l’ensemble St(p,a) & 7
pour 7 parcourant I’ensemble des représentations associées a 1. Dans le terme
de droite de loc.cite, on a une somme sur les mémes induites mais avec des
coefficients qui doivent donc étre égaux a 1. Cela force la valeur de 'opérateur
d’entrelacement multiplicé par le caracetre associé & 'extension de w & O(2n, F)
que l'on a fixée pour définir 'opérateur d’entrelacement. Ensuite on termine la
preuve comme dans le cas des autres groupes.
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